Staatsexamenskurs Algebra LA (vertieft) WS 2019,/2020

Skript: Gruppentheorie 1. 15.10.2019

1 Gruppen

Definition 1.1. Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung o: GxG —
G so dass

a) Vr,y,z € G: (zoy)oz=uaxo0(yoz);
b) de€G:eox=x=x0e VreG; (e heifit Neutrale Element)

c) Ve G,yeG :roy=e=youzx. (y ist das Inverseelement x~1)
Eine Gruppe heifit abelsch falls x oy = y o x fiir alle z,y € G.

Definition 1.2. Eine Teilmenge U C G heifit eine Untergruppe von G falls U selbst eine
Gruppe beziiglich der Verknupfung o ist. Man schreibt U < G.

Aquivalent: 0 £ U C G und Vhy,ho € U : hyo hy' € U.

Definition 1.3. Die Anzahl |G| der Elemente einer Gruppe G heifit die Ordnung von G. Die
Ordnung ord(g) des Elements g € G ist die kleinste n € N so dass ¢" = e, falls n existiert.
Falls es keine solche n gibt, ist ord(g) = oc.

Satz 1.4. Sei U eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann gilt: |U| teilt |G|.

e Seien G eine Gruppe und g € G ein Element. Dann ist ¢ = e genau dann wenn
ord(g) = 1. Sei nun G endlich. Die Ordnung ord(g) teilt |G|.

e Eine Gruppe G ist Zyklisch falls es g € G gibt, so dass G = {¢" | n € Z}. Die Ordnung
einer zyklischen Gruppe ist die Ordnung des Elements g.

e Die Permutationsgruppe oder Symmetriegruppe von n Ziffern .S,, ist die Gruppe aller bi-
jektiven Abbildungen {1,...,n} — {1,...,n} beziiglich der Verknupfung komposition
von Abbildungen. Die Gruppe hat Ordnung |S,| = n!

Definition 1.5. Sei H < G und g € G. Die Linksnebenklasse von g ist gH = {goh | h € H}.
Die Rechtsnebenklasse von g ist Hg={hog|h € H}.

e Seien g,g' € G. Ist gH = ¢'H genau dann wenn, es h € H existiert, so dass goh = ¢'.
e Die Nebenklasse eH ist (mengenweise) H.

e Die Gruppe lisst sich als disjunkter Vereinigung von Linksnebenklassen (bzw. Rechts-)
schreiben.

Definition 1.6. Der Index von H < (G ist die Anzahl der Linksnebenklassen von H in G.

Sei G/H :={gH | g € G} die Menge aller Linksnebenklassen von H < G.

Definition 1.7. Eine Untergruppe H < G heifit Normalteiler falls go ho g~! € H gilt fiir
alle g € G, h € H. Man schreibt H < G.



Aquivalent: gH = Hyg fiir alle ¢ € G.

Eine Untergruppe vom Index 2 ist immer Normalteiler.

Satz 1.8. Sei H I G. Die Menge G/H ist eine Gruppe beziiglich der Verknupfung
(gH) o (9'H) = (90 9")H.

Die Gruppe G/H heifst Faktorgruppe oder Quotientengruppe.

Dr. Stephen Coughlan



Staatsexamenskurs Algebra LA (vertieft) WS 2019,/2020

Skript: Gruppentheorie 2. 22.10.2019

1 Homomorphismen

Definition 1.1. Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — H heifit Gruppenhomomor-
phismus falls ¢(g1) o ¢(g2) = ¢(g1 © go) flr alle gy, g2 € G.

Das Bild von ¢ ist eine Untergruppe von H und der Kern ist ein Normalteiler von G.
Falls ¢ bijektiv ist, heifit ¢ einen Isomorphismus. Man schreibt G = H.

Satz 1.2 (Homomorphiesatz). Seien ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus und K :=
ker ¢. Dann ist )
¢: G/K = Im¢

ein Isomorphismus, wobei QNS(gK) =¢(9g)-

2 Gruppenoperationen

Definition 2.1. Sei X eine Menge und G eine Gruppe. Eine Gruppenoperation G auf X ist
eine Abbildung
»:Gx X=X, ¢gx)=g-x

mit den folgenden Eigenschaften:
2) 6(goh.z) = 6lg) - (6(h) - o) fiwr alle g,h € G, w € X
b) ¢(e,x) = x fir alle x € X.

Eine Gruppenoperation ist ein Gruppenhomomorphismus G — Sym(X) wobei Sym(X) die
Gruppe aller bijektiven Abbildungen X — X ist.

Definition 2.2. Sei x € X. Die Bahn von x ist die Menge
B,={g-z|geG}CX
und der Stabilisator von X ist die Untergruppe
G.={9€Glg-z=2} <G.

Seien x,y € X. Entweder B, = B, oder B, N B, = 0.
Die Gruppenoperation heifit transitiv falls B, = X fiir eine (alle) xz € X.
Die Gruppe G operiere auf der endlichen Menge X. Dann gilt

|B,| =[G : G| (Bahnformel).

Satz 2.3 (Klassengleichung). Die Gruppe G operiere auf der endlichen Menge X . Sei R ein
Reprdsentantensystem fiir die Menge aller Bahnen. Dann gilt

X =[G : G,

z€ER
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Staatsexamenskurs Algebra LA (vertieft) WS 2019,/2020

Skript: Gruppentheorie 3. 29.10.2019

1 Klassifikation endlicher abelscher Gruppen

Sei (G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist

GEL/pVL X LIpy*L X -+ - X L/ p* L,

(g

wobei p; Primzahlen und n; naturliche Zahlen sind. Die Primzahlpotenzen p;

" sind bis auf
Reihenfolge eindeutig und |G| = pi* - p52 ... pp*.

Alternativ, kann man G als Produkt
GZZ/dWZXTL]dZ X - X L]d/Z,

darstellen, wobei d; > 1, d; teilt d;yq firalle 1 <i:<l—1und |G| =d; - ds...d,.

2 Sylowsitze

Definition 2.1. Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = n-p* wobei p eine Primzahl
ist und p f n.

a) Eine Untergruppe U < G der Ordnung p", r > 1 heifit p- Untergruppe von G.
b) Eine Untergruppe U < G der Ordnung p* heiit p-Sylowgruppe von G.

Satz 2.2 (Satz von Cauchy). Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl die |G| teilt.
Dann ezistiert ein g € G der Ordnung p.

Es existiert eine p-Untergruppe der Ordnung p' fiir alle 1 < [ < k.
Jede p-Untergruppe liegt in einer p-Sylowgruppe.

Satz 2.3 (Sylowsitze). Sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = n-p* wobein und p teilerfremd
sind und n, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Dann gilt:

a) n, =1 mod p, insbesondere ist n, > 1;
b) ny | n;
c) sind U, U zwei p-Sylowgruppen dann ezistiert ein g € G so dass U' = gUg™!.

Sei X die Menge aller p-Sylowgruppen in G. Aus Teil ¢) folgt es, dass G auf X durch
konjugation transitiv operiert.

Definition 2.4. Der Normalisator von der p-Sylowgruppe U < G ist der Stabilisator bei
der konjugation Operation.

Bemerkung 2.5. Eine p-Sylowgruppe ist Normalteiler von G genau dann wenn n, = 1 gilt.



2.1 Innere direkte Produkt

Seien M < G, N Q9 G. Dann ist M - N := {mn | m € M, n € N} eine Untergruppe in G.
e Falls M-N = Gund MNN = {e}, ist die Abbildung ¢: M-N — M XN, m-n +— (m,n)
bijektiv.

e Falls M <G und MNN = {e},ist M- N = M x N (¢ ist ein Gruppenisomorphismus).

3 Auflosbare Gruppen

Definition 3.1. Eine endliche Gruppe G heifit aufiisbar falls es eine Reihe von Untergrup-
pen
G =: U02U12U2Z"'2Un3:{€G}

gibt, so dass fir alle i = 0,...,n — 1 es gilt U; > U; 41 und U;/U;,; abelsch.
e Eine abelsche Gruppe ist auflosbar.

e Eine Gruppe der Ordnung 2* ist auflésbar (eine Untergruppe vom Index 2 ist Normal-
teiler).

Satz 3.2. Sei G eine Gruppe und H < G Normalteiler. Dann ist G auflosbar genau dann
wenn G/H und H auflosbar sind.
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Staatsexamenskurs Algebra LA (vertieft) WS 2019,/2020

Skript: Ringtheorie 1. 05.11.2019

1 Ringe

Definition 1.1. Ein Ring (mit Eins) ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+,-: R X R — R so dass

a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,

b) a-(b-¢)=(a-b)-cfirallea,bc€R,

d) a-(b+c¢)=a-b+a-cfirallea,b,ce R,

)
)
c) es existiert 1 € Rsodass 1-a=a=a-1 fir allea € R,
) a
e) (a+b)-c=a-c+b-cfurallea,b, ceR.

e Der Ring R heift kommutativ falls a - b = b - a fir alle a,b € R.

e R heifit Nullring falls 0 = 1 in R. In dem Fall ist R = {0}.
Beispiel 1. a) (Z,+, x)

b) Sei R ein Ring. Der Polynomring mit Koeffizienten in R ist R[X] = {>" ,a; X" | a; €
R, n € NO}

c) Mat(R,n x n) n x n-Matrizen mit Eintragen in R.

d) Seien R, S Ringe. Dann ist R x S = {(r,s) | r € R, s € S} das direkte Produkt von R
und S, wobei (r,s) + (r',s') = (r +7',s+ ') und (r,s) - (r',s) = (r-1',s-5).

Definition 1.2. Die Menge U C R heifit Unterring von R falls (U, +,-) wieder ein Ring ist.

2 Ideale

Sei R ein kommutativer Ring.

Definition 2.1. Die Menge I C R heifit Ideal falls es gilt:
a) (I,+) ist eine Gruppe,

b) firallta € R,z €l esgilt a-x € 1.

(In einem nicht kommutativen Ring spricht man von Links-, Rechts- und beidseitigen Idea-
len.)

Definition 2.2. Sei I C R ein Ideal. Die Menge aller Nebenklassen von [
R/I={a+1|ac R}
ist der Quotientenring mit Verkniipfungen
(a+1)+(b+1)=(a+b)+Iund (a+1I)-(b+1)=(a-b)+ 1.

Der Index von [ in R ist [R: I| = |R/I]|.



3 Ringhomomorphismen

Seien R, S kommutative Ringe.

Definition 3.1. Die Abbildung ¢: R — S heifit Ringhomomorphismus falls es gilt:
a) ¢(a) + ¢(b) = ¢(a+b) fir alle a,b € R,

b) é(a) - ¢(b) = ¢(a-b) fir alle a,b € R,
c) ¢(1g) = 1s.

Der Kern von ¢: R — S ist das Ideal ker(¢) = {a € R | ¢(a) = 0} C R und das Bild von ¢
ist der Unterring Im(¢) = {¢(a) | a € R} C S.

4 Eigenschaften von Elementen

Sei R ein kommutativer Ring.

Definition 4.1. Ein element a € R heifit eine Finheit falls es b € R existiert, sodass
a-b =1 = b-a. Die Menge R* aller Einheiten in R ist eine Gruppe beziiglich -, die
Finheitengruppe.

Der kommutative Ring R heifit Korper, falls R* = R\ {0}.

Definition 4.2. Ein Element a € R heifit nilpotent, falls es ein n € N mit a™ = 0 gibt.
Ein Element a € R heiit Nullteiler, falls es ein b € R\ {0} mit a - b = 0 gibt.

Der kommutative Ring R # {0} heifit Integritatsbereich, falls 0 der einzige Nullteiler in R
1st.

Definition 4.3. Sei R ein Integritatsbereich.

a) Ein Element x € R heifit irreduzibel falls es gilt: x # 0, x ¢ R* und fur alle a,b € R
mit a - b = x, es folgt dass a € R* oder b € R*.

b) Ein Element = € R heifit Primelement falls es gilt: x # 0, x ¢ R* und fur alle a,b € R
mit = | a - b, es folgt dass = | a oder x | b.
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Staatsexamenskurs Algebra LA (vertieft) WS 2019,/2020

Skript: Ringtheorie 2. 12.11.2019

1 Faktorielle Ringe

Definition 1.1. Ein euklidischer Ring R ist ein Integritdtsbereich mit einer Abbildung
N: R\ {0} - Ny
sodass fiir alle a,b € R mit b # 0 es existiert ¢,7 € R mit
a=gb+r, N(r) < N(b) oder r = 0.

Definition 1.2. Ein Ideal I C R heifit Hauptideal falls es ein Element € R gibt, so dass
I = zR. Ein Ring R heifit Hauptidealring falls jedes Ideal I in R ein Hauptideal ist.

Definition 1.3. Ein Ring R heif3t faktoriell falls jedes Element x € R lésst sich als Produkt
irreduzibler Elemente schreiben (eindeutig bis auf Assozitivitdat und Reihenfolge).

e Ein euklidischer Ring ist ein Hauptidealring. Ein Hauptidealring ist ein faktorieller
Ring.

e Sei R ein faktorieller Ring. Genau dann ist x € R irreduzibel wenn x ein Primelement
ist.

2 Korper
Definition 2.1. Ein Integritatsbereich heit Kdrper wenn alle Elemente in R\ {0} Einheiten
sind.

Definition 2.2. a) Ein Ideal I C R heifit Primideal falls fir alle x,y € R es gilt: zy €
I =xecloderyel.

b) Ein Ideal I C R heifit mazimales Ideal falls fir alle Ideale J mit I C J C R es gilt:
J =1oder J=R.

Satz 2.3.  a) FEinlIdeal I C R ist ein Primideal genau dann wenn R/1 ein Integritditsbereich
15t.

b) Ein Ideal I C R ist ein mazimales Ideal genau dann wenn R/I ein Korper ist.
Definition 2.4. Sei R ein Integritatsbereich. Der Quotientenkérper Quot(R) von R ist der
Korper aller Briiche in R. Das heifit,

Quot(R) = {Z lacR be R\{O}}/N

wobei ¢ ~ 5 genau dann wenn ad = be.
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Staatsexamenskurs Algebra LA (vertieft) WS 2019,/2020

Skript 6: Koérpertheorie 1. 19.11.2019

1 Korpererweiterungen

Definition 1.1. Seien K, L Korpern. Eine Kdrpererweiterung ist eine inklusion K C L; L
ist ein Vektorraum iiber K. Der Grad der Erweiterung ist [L : K| := dimg L.

Definition 1.2. K C L heiit endlich falls [L : K] < co. Sonst heifit K C L unendlich.

Satz 1.3 (Gradformel). Sei K C L C M eine Kette von endlichen Kdérpererweiterungen.
Dann gilt:
[M:L)-[L:K]=[M:K].

Definition 1.4. Ein Element o € L heifit algebraisch iiber K falls es ein Polynom f(X) €
K[X] gibt, mit f(«) = 0. Falls es kein solches Polynom gibt, heiit « tranzendent tuber K.

Eine Korpererweiterung K C L heifit algebraisch falls « algebraisch iiber K ist, fir alle
ae L.

2 Einsetzungshomomorphismus

Sei K C L eine Korpererweiterung und sei a € L. Der Einsetzungshomomorphismus ist
$a: K[X] = L, g(X) = g(a).
e Der Kern ist das Ideal aller Polynomen f(X) € K[X] sodass f(a) = 0 gilt.

e Das Bild ist der Ring aller Polynomen in « und ist mit K[a] C L bezeichnet.

2.1 Fall 1: a algebraisch

Definition 2.1. Sei a € L algebraisch iiber K. Das Minimalpolynom von « in K[X] ist ein
normiertes irreduzibles Polynom u(X) € K[X]| mit pu(a) = 0.

e Das Minimalpolynom pu(X) erzeugt den Kern von ¢, (K[X] ist Hauptidealring und L
ist Integritatsbereich).

e Das Bild K] ist isomorph zu K[X]/(u(X)) (Homomorphiesatz) und daher ist Ko/
ein Korper.

Es folgt dass K(a) = Quot(K[a]) = K|a].

2.2 Fall 2: a tranzendent

Falls a tranzendent ist, ist ker ¢, = {0}. Daher ist K[a] = K[X]. Der Quotientenkdrper
K () ist nicht isomorph zu Kla].

Definition 2.2. Eine Korpererweiterung K C K(«) heifit einfach. Falls a algebraisch ist,
ist [K () : K| = deg u(X). Falls o tranzendent ist, ist [K(a) : K] = oc.



3 Endliche Korper

Sei R ein Ring mit 1 und sei ¢: Z — R der Ringhomomorphismus der durch 1 — 1g definiert
ist. Dann ist ker ¢ ein Ideal in Z. Falls R ein Korper ist (insbesonders ein Integritatsbereich),
ist der Erzeuger p von ker(t) eine Primzahl p > 0; p heifit die Charakteristik von R.

Definition 3.1. Sei p € Z eine Primzahl. Der endliche Kérper F, mit p Elementen ist
isomorph zu (Z/(p), +, x) und hat Charakteristik p.

Satz 3.2. Sei p eine Primzahl und q¢ = p* wobei k > 1. Sei F, die Menge aller Nullstellen
von X1 — X € F,[X]. Dann ist F, ein Korper mit ¢ Elementen, charF, = p und F, ist
eindeutig bis auf Isomorphie.

4 Einheitswurzeln

Definition 4.1. Eine n-te Finheitswurzel ¢ ist eine Nullstelle des Polynoms X =1 in C.
e Es gibt genau n verschiedene n-te Einheitswurzeln: (, = exp(%) firk=0,...,n—1.
e Die Menge E, aller n-te Einheitswurzeln ist eine zyklische Gruppe beziiglich x.

Definition 4.2. Eine Einheitswurzel ¢ heifit primitiv falls ¢ eine Einheit in E,, ist.

Die primitive Einheitswurzeln sind ¢, = exp(?=*) wobei ggT(k,n) = 1.

n
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Staatsexamenskurs Algebra LA (vertieft) WS 2019,/2020

Skript 7: Koérpertheorie 2. 26.11.2019

1 Zerfiallungskorper

Definition 1.1. Sei P(X) € K[X] ein Polynom mit Koeffizienten in K. Der Zerfillungskorper
von P iiber K ist der kleinste Korper K C L, sodass P sich als Linearfaktoren iiber L schrei-
ben lésst.

Der Zerfallungskorper von P(X) iiber K ist L = K(ay, ..., ;) wobei a; die Nullstellen von
P(X) sind.

2 Automorphismen

Definition 2.1. Sei K C L eine Korpererweiterung. Ein K-Automorphismus ¢: L — L ist
ein Korperisomorphismus sodass ¢() = S fir alle 5 in K gilt.

Definition 2.2. Die Gruppe Aut(L/K) aller K-Automorphismen L — L heifit die Auto-
morphismengruppe von L tiber K (oder manchmal auch Gal(L/K) bzw. Galoisgruppe).

e Sei K C L eine Korpererweiterung, v € L und u(X) das Minimalpolynom von « iiber
K. Fir alle ¢ € Aut(L/K) gilt es: ¢(«) ist eine Nullstelle von .

e Umgekehrt, falls o/ € L eine Nullstelle von p ist, existiert es einen K-Automorphismus

¢ € Aut(L/K) mit ¢(a) = .
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Staatsexamenskurs Algebra LA (vertieft) WS 2019,/2020

Skript 8: Galoistheorie 1. 03.12.2019

1 Normal und separabel Korpererweiterungen

Definition 1.1. Die algebraische Korpererweiterung k C L heiit normal falls die folgende
Bedingung erfiillt ist: sei f(X) € k[X] ein irreduzibles Polynom mit einer Nullstelle in L,
dann zerfallt f(X) in Linearfaktoren tiber L.

Definition 1.2. Ein Polynom f(X) € k[X] heiit separabel wenn f in einem algebraischen
Abschluss von k nur einfache Nullstellen hat. Sei k C L eine Korpererweiterung. Ein Element
a € L heifit separabel iiber k falls a algebraisch ist und sein Minimalpolynom iiber k£ separabel
ist. Die Korpererweiterung heiflit separabel falls jedes Element « € L separabel tiber k£ ist.

e Ein Polynom f(X) € k[X] ist genau dann separabel, falls f und f’ teilerfremd sind.
e Falls char k = 0 ist, sind f und f’ teilerfremd.

e Jede algebraische Erweiterung des endlichen Korpers F, ist separabel (F, ist perfekt
oder vollkommen).

2 Galoissche Korpererweiterungen

Definition 2.1. Die Korpererweiterung k& C L heifit galoissch falls L normal und separabel
iiber k ist.

e Sei k ein Korper. Der Zerfallungskorper L eines separablen Polynoms f(X) € k[X] ist
galoissch iiber k.

e Insbesonders falls char k = 0 ist, ist der Zerfallungskorper eines irreduziblen Polynoms
galoissch.

Bemerkung 2.2. Sei k C L eine galoissche Erweiterung. Die Menge aller k-Automorphismen
Aut(L/k) ist eine Gruppe.

e Sei k C L endlich und galoissch. Dann ist | Gal(L/k)| = [L : k.

3 Hauptsatz der Galoistheorie

Definition 3.1. Seien & C L eine endliche Galoiserweiterung und H < Gal(L/k) eine
Untergruppe. Der Fizkdrper L7 (oder Fix(H)) von H ist

L7 :={acL|¢a)=aVpc H}.



Satz 3.2. Sei k C L eine endliche Galoiserweiterung. Die zwei Mengen

{ Untergruppen von Gal(L/k)} <> { Zwischenkdrper von L/k}

stehen in Bijektion zueinander. Die zwei Abbildungen sind H — L7 und (k C K C
L) — Gal(L/K). Die Erweiterung K/k ist normal (daher galoissch) genau dann wenn
H < Gal(L/k) ein Normalteiler ist.
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Staatsexamenskurs Algebra LA (vertieft) WS 2019,/2020

Skript 9: Zwischenkorper und Galoisgruppen 05.12.2019

1 Elementarsymmetrische Polynome

Die elementarsymmetrische Polynome in Unbekannten x4, ..., x, sind

0'0:1
oL=x1+: - -+x,

09 = T1T9 +2X1T3+ -+ Tp_1Tp

Un — x1x2 ..... xn
Ein Polynom P(z1, ..., x,) heiit symmetrisch falls es gilt P(x,q), ..., Tom) = P(z1,...,25)
fir alle p € S,,.
Satz 1.1. Jedes symmetrische Polynom P(xq,...,x,) in k[xy, ..., x,] ldsst sich als Polynom

in og,...,0, schreiben.

Alternativ Man kann die Newton symmetrische Polynome verwenden:
so=1, si=at +---+al, i=1,...,n.

Es gilt der analoge Satz.

2 Beispiel Q((y)

271

Sei (g = exp(5*) eine primitive 9-te Einheitswurzel. Dann ist Z := Q((¢) der Zerfallungskorper
des (irreduziblen) Kreisteilungspolynoms

X1
X3 -1

Dy(X) =X+ X+1= ][] (X-¢" eQX]

¢k prim.

iiber Q. Die Nullstellen vom ®¢(X) sind die primitive Einheitswurzeln ¢* wobei ggT(k,9) =
1. Es gilt
7+ Q] = deg @9(X) = ¢(9) = 6

und
G:=Gal(Z:Q)=(Z/92)" = 7Z/6Z,

die einzige abelsche Gruppe der Ordnung ¢(9) = 6.
Die Gruppe G ist von a: ¢ — (2 erzeugt. Es gibt zwei echte Untergruppen, H; := <a2> und

H, = <a3>.
Daher gibt es zwei Ketten von Korpererweiterungen

(G:H] o |Hil .
Q Cc 7" C Z+— GDH;D{id}.



Fixkoérper von H; Die Bahn von ¢ unter H; ist H; - ¢ = {¢,a?*((),a*(¢)} = {¢, ¢4, (Y
Die elementarsymmetrische Polynome in H; -  sind:

oo=1, 01 =C+"+ 0=+ T+ T(=Co), 03=C- (=)

Da ®g(¢) = 14 3+ (% = 0 ist, sind o = 0y = 0.

Behauptung Sei w := 03 = (3. Dann ist Z#1 = Q(w).
Beweis: Zuerst, w ist symmetrisch in den Elementen H; - (. Dass heifit, p(w) = w fur alle
Permutationen p € Hy. Daher ist w € Z7* und Q(w) C ZH1.

Das Minimalpolynom von w iiber Q ist ®3(X) = X2 + X + 1, weil w eine primitive 3-te
Einheitswurzel ist. Da der Grad [Z1 : Q] = [G : H,] = 2 ist, ist Q(w) = Z11,

Fixkérper von H, Die Bahn von ¢ unter Hy ist Hy - ¢ = {(,a3(¢)} = {(,¢®}. Die
elementarsymmetrische Polynome in H, - ¢ sind:

oo=1, 00 =(+C a2 =(-CF(=1).
Sei u = ¢ + (% € Q(¢)™2. (Eigentlich ist u = ¢ + { = 2cos(%) € R.)

Aufgabe Was ist das Minimalpolynom von u iiber Q? Warum ist Q(¢)?2 = Q(u)?

Aufgabe Untersuchen Sie die Galoisgruppe bzw. Zwischenkoérper der Erweiterung Q C
Q(¢,) fiir n < 20.

Dr. Stephen Coughlan



